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Abstrakt 
Bakalářská práce se zabývá teorií a ověřením metody 3 omega pro měření tepelné 
vodivosti. Nejprve je v práci uveden vývoj a princip metody 3 omega. Dále jsou zde 
rozebrány dva typy snímačů (a ohřívačů) používané při měření metodou 3 omega – 
páskový a drátový ohřívač. U páskového ohřívače je dále rozvedeno řešení pro různé 
vzorky. V práci je také popsáno měření metodou 3 omega, zejména volba zdroje a také 
je zde rozebrán důležitý prvek celého měření lock-in zesilovač (Zurich Instruments 
HF2LI). Nakonec jsou popsány a zhodnoceny experimenty, ve kterých byl použit 
drátový ohřívač pro měření tepelné vodivosti vzduchu a demineralizované vody. 
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Abstract 
The goal of this bachelor thesis is to describe theory and prove 3 omega method for 
thermal conductivity measurement. First there is development and principle of 3 omega 
technique. This thesis analyzes two types of heaters (and sensors) – suspended wire and 
line heater for different samples. It is also describe measurement with 3 omega method, 
especially source selection and the most important device lock-in amplifier (Zurich 
Instruments HF2LI). In the end there are discussed experiments in which was used wire 
heater for air and water thermal conductivity measurement.  
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1 ÚVOD 
Hlavním cílem práce bylo popsat metodu 3 omega a ověřit tuto metodu pomocí 
experimentu. 
Přestože třetí harmonická vznikající při průchodu střídavého proudu skrz topné 
těleso byla popsána přibližně před sto lety, tak k rozvoji této metody došlo až v roce 
1990. Metoda 3 omega je založena na principu měření třetí harmonické složky napětí, 
protože tato složka obsahuje informace o tepelných vlastnostech vzorku. Metoda 3 
omega má oproti ostatním metodám několik výhod, asi největší je zřejmě, že lze měřit 
velmi malé vzorky, kde jsme omezeni pouze velikostí ohřívače. Další významnou 
výhodou je, že lze měřit do vysokých teplot, díky malým ztrátám tepelným zářením. 
V mojí práci nejprve rozebírám princip metody 3 omega. Dále jsou zde popsány dva 
typy ohřívačů (které slouží zároveň jako snímače) – páskový, který je častější a typicky 
se využívá pro měření pevných látek a drátkový, který je vhodný pro měření kapalin a 
plynů. Dále je popsán důležitý prvek měření - lock-in zesilovač. Ten je klíčový proto, že 
umožňuje právě měření třetí harmonické složky napětí. Nakonec jsou popsány dva 
experimenty, ve kterých byl použit drátový ohřívač a lock-in zesilovač firmy Zurich 
Instruments HF2LI. V těchto experimentech byla změřena tepelná vodivost vzduchu a 
demineralizované vody. 
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2 ŠÍŘENÍ TEPLA  
Obecně se rozlišují 3 základní způsoby šíření tepla [1] – vedením, prouděním a zářením. 
V praxi (např. vytápění) se většinou uplatňují všechny uvedené mechanismy šíření 
tepla, ale v rozdílné míře. 
2.1 Vedení tepla 
K vedení tepla může docházet pouze ve hmotném prostředí, v němž existuje rozdíl 
teplot (tedy nikoliv ve vakuu). Při vedení tepla přechází teplo z místa s vyšší teplotou do 
místa s nižší teplotou. 
Množství tepla Q přeneseného v ustáleném stavu za čas τ mezi dvěma rovinami o 
ploše S, mezi nimiž je vzdálenost d, mezi nimiž je teplotní rozdíl ΔT, lze vypočítat podle 
rovnice 2.1.1:  
d
TS
Q
 
      (2.1.1) 
Kde d je vzdálenost mezi těmito dvěma rovinami a λ je součinitel teplotní vodivosti, 
což je materiálová konstanta. Existuje také relativní vodivost λrel. Relativní vodivost λrel 
je poměr tepelné vodivosti dané látky k vodivosti látky referenční, např. vzduchu. 
Například voda by měla λrel = 2, železo λrel = 3000, měď λrel = 6000 a stříbro λrel = 
20000.  
Vysoká tepelná vodivost je způsobená přítomností volných elektronů v kovech, 
které díky své vysoké koncentraci a velké pohyblivosti přenášejí teplo velmi efektivně. 
Proto jsou látky s malou tepelnou vodivostí špatnými vodiči tepla a používají se 
zejména k tepelné izolaci (např. staveb). Nejhorším vodičem tepla je vakuum (nejlepší 
tepelná izolace je tedy nádoba s dvojitými stěnami, mezi nimiž je vyčerpán vzduch - 
termosky).  
2.2 Proudění tepla 
Přenos tepla prouděním může nastat v kapalinách a plynech. Pokud se kapalina na 
jednom místě zahřeje, dojde k jejímu zvýšení teploty, což způsobí zmenšení hustoty. 
V důsledku toho začne kapalina proudit díky vztlaku směrem vzhůru. Chladnější 
kapalina bude naopak klesat dolů. Tím vznikne proudění kapaliny, které přenáší i teplo. 
Podobně probíhá proudění i v plynech. 
Typické využití tohoto proudění je v ústředním topení. Proudění tohoto typu se 
vyskytuje také v atmosféře, jako tzv. „termika“ (stoupající proud teplého vzduchu), 
kterou využívají ptáci a také letci v bezmotorových letadlech 
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2.3 Tepelné záření 
Tělesa, které nemají nulovou teplotu, vyzařují elektromagnetické záření. Toto záření má 
různé vlnové délky, rozložené spojitě v určitém intervalu a s maximem vyzařovaného 
výkonu určité vlnové délky. Čím je vyšší teplota, tím je vyšší celková intenzita záření. 
Také je s vyšší teplotou širší spektrum záření a maximum se posouvá ke kratším 
vlnovým délkám.  
Přenos tepla zářením nepotřebuje hmotné prostředí mezi vyzařujícím a ohřívaným 
tělesem. Elektromagnetické záření se tedy šíří i vakuem.  
Max Planck odvodil teorii záření pro tzv. „absolutně černé“ těleso. To je takové 
těleso, které absorbuje, a tedy i vysílá všechny vlnové délky. Pro popsání skutečných 
těles je zaveden tzv. vyzařovací koeficient, který je vždy menší než 1. Při stejné teplotě 
září černá a drsná tělesa více než tělesa světlá a lesklá.  
2.3.1 Ztráty tepelným zářením 
Jak bylo uvedeno v kapitole 2.3, černé těleso je ideální pohlcovač a zářič energie. Je 
to také obecně těleso, které má výrazně větší objem než povrch. Černé těleso vyzařuje 
do okolí elektromagnetické vlnění různých vlnových délek a různých intenzit, jejichž 
množství závisí na teplotě – s rostoucí teplotou vyzáří více energie. Aby při měření 
tepelné vodivosti docházelo k co nejmenšímu vyzařování energie, a tím i k co nejmenší 
chybě vyzařováním, je nutné používat ohřívač o co nejmenší tloušťce.  
Metoda 3 omega právě díky malé tloušťce ohřívače má velmi malé ztráty tepelným 
zářením a umožňuje tedy měření i při vyšších teplotách. To je jedna z hlavních výhod 
této metody v porovnání s ostatními metodami. 
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3 METODA 3 OMEGA 
3.1 Vývoj metody 
Vývoj metody 3 omega (3ω) je popsán v úvodu práce [2].  
Původ metody 3 omega je v pracích O. M. Corbina z let 1910 [3] a 1911 [4]. Autor 
v těchto pracích popsal objev třetí harmonické složky při průchodu střídavého proudu 
skrz topné těleso.  
Populárnější se metoda ale stala až po více než 70 letech, protože bylo vyvinuto 
řešení k měření měrného tepla substrátu (podkladového materiálu). Toto řešení bylo 
popsáno až v pracích autorů N. O. Birge a S. R. Nagel z let 1985 [5] a 1987 [6], kde byl 
vytvořen model s jednodimenzionálním topným tělesem na substrátu, platný pro ideální 
nekonečné a rovinné topení. 
Zásadní byly ale až práce D. G. Cahilla [7] (spolu s R. O. Pohlem) a [8]. Zásadní 
byly v tom, že umožňovaly získání řešení páskového ohřívače o velmi malé tloušťce a 
konečné šířce. Autor vytvořil řešení v integrálním tvaru pro ohřívač konečné šířky. 
Autor také vytvořil přibližné řešení integrálu pro malé frekvence [8].  
Moon a další autoři [9] ukázali, že existuje mnohem jednodušší řešení pro vysoké 
frekvence, které může být použito také pro měření měrného tepla. Integrální řešení bylo 
rozšířeno pro měření tepelných vlastností tenkých vrstev [10] a kapalin [11]. Dále bylo 
vytvořeno řešení 3 omega metody využívající drátové ohřívače, jako například [12].  
V práci [13] byly diskutovány analýzy o tepelné a napěťové odezvě pro obě řešení 
(drátové a páskové) a rozdíly mezi napěťovým a proudovým řízeným. 
Také byly vytvořeny další vzorce pro výpočet tepelné vodivosti při velmi nízkých 
frekvencích [14].  
Všechny tyto práce měly ale společné to, že zanedbávaly tloušťku ohřívače. Autoři  
N. O. Birge a S. R. Nagel [5] tvrdili, že lze zanedbat tloušťku ohřívače, pokud je 
malá v porovnání s tepelnou hloubkou průniku (tepelnou difúzní délkou) a pokud může 
být ignorováno teplo samo uložené v ohřívači. Toto tvrzení ale nebylo podloženo 
žádnou analýzou. Až U. G. Jonsson a  
O. Andersson [15] ukázali platnost modelu pro nízké frekvence (za předpokladu 
konstantní teploty rozhraní mezi substrátem a ohřívačem). Při vysokých frekvencích 
byla pro konečnou tloušťku ohřívače způsobena odchylka od teoretických předpokladů. 
Borca-Tasciuc a další autoři [16] došli k závěru, že s větší tepelnou kapacitou ohřívače, 
bude klesat maximální pracovní frekvence metody 3 omega.  
Metoda 3ω je stále rozvíjena pro měření tepelné vodivosti různých materiálů a 
prostředí, a také pro minimalizování nebo odstranění jejích nevýhod. 
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3.2 Princip 
Metoda 3 omega využívá kovový prvek jako odporový ohřívač a zároveň jako 
odporový tepelný snímač (RTD). Jako kovový prvek bývá použit buď velmi tenký drát, 
nebo kovový pásek, napařený na měřeném vzorku. 
Ohřívačem (a zároveň snímačem) prochází střídavý proud I o frekvenci ω: 
)cos()( 0 tItI        (3.2.1) 
Kde I je maximální amplituda jmenovitého proudu (o frekvenci ω) a I0 je okamžitý 
proud procházející ohřívačem.  
Procházející proud vytváří Jouleovo teplo: 
))2cos(1(
2
1
)(cos)( 222 tRItRItQ  
       3.2.2 
Kde R je jmenovitá hodnota odporu, Q(t) je okamžitá energie (teplo) vytvořená 
ohřívačem. Okamžitá energie může být rozdělena do dvou složek [17] – zaprvé je to 
energie způsobená stejnosměrným proudem (QDC) a zadruhé energie způsobená 
střídavým proudem (QAC): 
)(
2
1
2
1 2 tQRIQDC 
         (3.2.3) 
)2cos(
2
1 2 tRIQAC 
         (3.2.4) 
Tato energie způsobuje změny teploty v ohřívači a substrátu. Rozdíl teploty je také 
tvořen stejnosměrnými a střídavými složkami:
 
)2cos(   tTTT ACDC     (3.2.5) 
Pokud je substrát izolant, tak teplo zůstává v ohřívači (substrát se neohřívá od 
ohřívače) a dochází ke změně teploty. Proto měření těchto změn teploty umožňuje určit 
tepelné vlastnosti substrátu. Změny teploty lze určit z odporu ohřívače (použitého jako 
teplotní snímač), který se mění s teplotou a je dán vztahem:  
)1(0 TRR        (3.2.6) 
Kde α je teplotní koeficient odporu (TCR) ohřívače a R0 je odpor při teplotě T0. Je 
rozdíl mezi změnou odporu na teplotě (dR/dT) a TCR. Ačkoliv jsou úměrné, nesmí být 
zaměňovány mezi sebou: 
dT
dR
R0
1

            (3.2.7) 
Z rovnic (3.2.5) a (3.2.6) dostáváme obecný vztah pro odpor ohřívače: 
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))2cos(1()( 0   tTTRtR DCDC
 
         (3.2.8) 
Pro změření odporu ohřívače, musíme změřit napěťový úbytek na ohřívači. Vztah 
pro toto napětí dostaneme vynásobením rovnice proudu (3.2.1) s rovnicí odporu (3.2.8) 
[17]: 
 )cos(
2
1
)cos()1[()( 00  tTtTRItU ACDC
       (3.2.9) 
)]3cos(
2
1
  tTAC
  
Jak je vidět z rovnice (3.2.9) tak poslední složka napětí je střídavé napětí o frekvenci 
třetí harmonické (3ω). Velikost napětí 3 omega je typicky tisíckrát menší než napětí o 
frekvenci ω a obsahuje informace o tepelné vodivosti vzorku [17]: 
ACTUU   03
2
1
 
   (3.2.10) 
Kde U0 a U3ω jsou maximální amplitudy jmenovitého napětí ohřívače na první, resp. 
třetí harmonické frekvence. Veličiny ΔTAC a U3ω jsou komplexní čísla, které jsou 
složeny ze složek ve fázi a mimo fázi [17]: 
yx jUUU ,3,33  
  
  (3.2.11) 
yACxACAC TjTT ,,                 (3.2.12) 
Systémy obsahující ohřívač, který je používán pro snímání teploty pomocí změn 
odporu ohřívače, mohou být obecně popsány lineární tepelnou přenosovou funkcí Z, 
týkající se průměrného nárůstu teploty ohřívače θ na tepelném vstupu Q.   
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3.2.1 Elektrická převodní funkce  
Měřením elektrického proudu I a napětí U na ohřívači lze zjistit tepelné vlastnosti 
systému. Tepelná přenosová funkce se musí vztahovat k elektrické přenosové funkci 
[13]. Vztahy mezi veličinami proudem, napětím a tepelnou převodní funkcí, a jejich 
průběhy jsou uvedeny na obrázku:  
 
Obrázek 1: Vztah mezi proudem napětím a tepelnou funkcí pro 3 omega metodu [13] 
 
3.3 Metody měření 
Rozlišujeme dvě možnosti měření tepelné vodivosti λ - absolutní a relativní. 
V případě relativního měření porovnáváme změřenou hodnotu s hodnotou vzorku se 
známou hodnotou λ. Jedná se sice o jednodušší měření, ale nevýhodou je problém 
s tepelným kontaktem mezi vzorkem a normálou. Příklad relativní metody je například 
[18], kde pomocí drátového ohřívače bylo nejprve změřeno napětí U3ω ve vakua. Potom 
ze změřeného napětí U3ω vzduchu a vody byla vypočítána (z poměru napětí ve vakuu a 
vzduchu, resp. ve vakuu a vodě) tepelná vodivost vzduchu a vody. Při měření pomocí 
absolutní metody se tepelná vodivost určí přímo ze změřených hodnot (výpočtem). 
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Pro určení tepelné vodivosti λ se měří frekvenční závislost napětí U3ω při konstantní 
teplotě substrátu.  
Tepelnou vodivost pak získáme buď přímo z napětí U3ω (mimo fázi - 
experimentálně) nebo ze sklonu grafu závislosti teplotních změn ΔT (vypočítaného z 
napětí U3ω ve fázi) na frekvenci ln(ω). Získání vodivosti ze sklonu grafu je prakticky 
více spolehlivé a přesnější. 
 
3.3.1 Přibližné řešení ze sklonu grafu 
Přibližné řešení pomocí Matlabu pro páskový ohřívač o konečné šířce ohřívače (2bh) 
je uvedeno v práci [19]. Výsledek je uveden na následujícím obrázku 2:  
 
 
Obrázek 2 Graf závislosti změn teploty na frekvenci (2ω) [19] 
Obrázek 2 ukazuje reálnou (ve fázi) a imaginární (mimo fázi) složku změn teploty 
na budící frekvenci (2ω) a tepelné hloubce průniku 1/q (na obrázku značeno λ). Tepelná 
hloubka průniku (nebo také tepelná difúzní délka) je vzdálenost, kterou se teplo šíří 
během jednoho cyklu ohřevu a je definováno jako: 
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i
D
q 2
1

       (3.3.1) 
Kde D je tepelná difuzivita vzorku. 
V obrázku 2 jsou vidět dvě rozdílné oblasti chování změn teploty. Pro „velkou“ 
tepelnou hloubku průniku, teplota ve fázi klesá logaritmicky (lineárně 
v semilogaritmických souřadnicích) – tato frekvenční oblast se nazývá lineární oblast 
(režim). Lineární oblast je také charakteristická konstantní zápornou teplotou mimo fázi. 
Lineární oblast je definována jako doména, ve které je tepelná hloubka průniku 
„mnohem větší“ než polovina šířky ohřívače (bh): 
hb
q

1
     (3.3.2) 
Pro „malou“ tepelnou hloubku průniku jsou rovné velikosti (rozsahy) teplot ve fázi a 
mimo fázi, ale s opačným znaménkem, způsobující fázové zpoždění mezi teplotou a 
proudem o velikosti 45°. Velikost změn teploty ve fázi klesá pomaleji než v lineární 
oblasti. Tato oblast se nazývá rovinná oblast. Rovinná oblast je definována jako opak 
lineárního režimu – tepelná hloubka průniku je „mnohem menší“ než polovina šířky 
ohřívače:  
hb
q

1
     (3.3.3) 
Mezi těmito dvěma extrémy je tzv. přechodný režim.  
Přesné hranice pro režimy závisí na přijatelné úrovni chyb ve výsledku. Konvekcí je 
hranice lineárního režimu určena jako 1/q > 5bh (čímž vzniká maximální chyba 
efektivní hodnoty 0,25%). Ačkoli, protože vzorky mají konečnou tloušťku, pak hranice 
lineárního režimu budou: 
hs bt 55/  
        (3.3.4) 
Kde ts je tloušťka vzorku. Rovnice (3.3.4) pak určuje minimální tloušťku vzorku, 
která je požadována pro danou šířku ohřívače pro získání lineárního režimu: 
hs bt 25
     (3.3.5) 
Ze sklonu grafu v lineárním režimu lze pak určit tepelnou vodivost. 
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4 POPIS OHŘÍVAČŮ A MĚŘENÍ RŮZNÝCH 
VZORKŮ (MATERIÁLŮ) 
4.1 Ohřívač 
Původně byla metoda vytvořena pro měření dielektrických vzorků [8]. Pro tyto 
měření byl jako vzorek používán kovový pásek umístěn na měřeném vzorku.    
Ohřívač ve formě kovového pásku (čtyř-elektrodový) se používá zejména pro 
měření tepelné vodivosti pevných látek.  
Při použití páskového ohřívače pro měření kapalin (případně plynů), je ohřívač 
umístěn na pevném substrátu a měřená kapalina je kolem ohřívače. V tomto případě 
měření vlastnosti kapalin, je podstatnou nevýhodou, že měřený substrát má typicky 
mnohem větší tepelnou efuzivitu (tepelnou jímavost) e než kapalina [20] (efuzivita 
vyjadřuje rychlost, se kterou materiál může absorbovat teplo - pokud je vysoká efuzivita 
materiálu (typicky kovy), tak materiál může absorbovat a přenášet teplo mnohem 
rychleji). 
Proto se vzniklé teplo se rozdělí mezi substrát a kapalinu (na základě poměrů jejich 
tepelné efuzivity). Díky tomu mnohem více tepla přejde do substrátu, než do kapaliny 
(např. pro měření vzduchu pomocí Pyrex substrátu přejde do substrátu při standardní 
teplotě a tlaku více než 250 jednotek tepla na každou jednotku tepla vstupujícího do 
vzduchu – viz [20]). V důsledku toho značná část 3 omega signálu pochází od substrátu 
a nikoliv od testovaného média, což snižuje měřený signál.  
Proto se pro měření kapalin a plynů používá namísto páskového napařeného na 
substrátu jako ohřívač drát, který je umístěn do měřeného média.  
Pokud se zjišťuje tepelná vodivost elektricky vodivého materiálu (filmu), musí být 
mezi ohřívačem a filmem nevodivá vrstva (bude popsáno dále v kapitole 4.2.2). 
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4.2 Metoda 3 omega s páskovým ohřívačem  
4.2.1 Páskový ohřívač 
V případě páskového ohřívače je vzorek tvořen páskem kovové (odporové) vrstvy, ke 
které jsou připojené čtyři kontaktní plošky, z nichž dvě slouží pro přivedení proudu (I+, 
I-) a další dvě slouží pro připojení do obvodu (V+, V-). Délka vzorku je přesně 
definována a šířka vedení je konstantní po celé jeho délce. 
Při použití kovového pásku, je možné použít dvou-elektrodové řešení [8]: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obrázek 3: Dvouelektrodové provedení páskového ohřívače [8] 
Ale jako lepší, a proto používané je čtyř-elektrodové řešení páskového ohřívače, 
jehož provedení je ukázáno na obrázku [10]: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obrázek 4: Čtyř-elektrodové provedení páskového ohřívače, umístěného na měřeném vzorku [10] 
Typicky je pásek dlouhý l = 1 – 5mm, má šířku 2b = 5 – 20μm, jeho tloušťka je 
řádově stovky nm. 
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Kovový pásek by měl být odolný proti oxidaci. Ohřívač je vytvořen z materiálů, 
které mají dostatečně velký teplotní koeficient odporu (pro vznik měřitelného 3 omega 
signálu). 
Jako materiály se využívá zejména platina, hlavně díky linearitě teplotního 
koeficientu odporu po velký rozsah teplot, a také díky stabilitě při vysokých teplotách. 
Jako další materiály lze použít zejména zlato, zejména díky nižší ceně a většímu 
teplotnímu koeficientu odporu. Použití jiného materiálu než platiny je možné zejména v 
případech, pokud jsou malé změny teploty. 
Tloušťku ohřívače lze ignorovat, pokud jsou splněny 2 podmínky – to << 1/q a  
tocfilm << (1/q)cp, kde d je tloušťka ohřívače, cfilm je měrné teplo ohřívače a cp je 
měrné teplo vzorku.  
Typický vzorek je destička o obsahu 1 cm2 (omezení je dáno pouze velikostí 
ohřívače, resp. velikostí elektrod) a tloušťce několik milimetrů. Podmínkou je, že 
tloušťka měřeného vzorku musí být nejméně pět-krát větší než šířka kovového pásku 
ohřívače. Díky tomu, že lze vyrobit velmi malou šířku vedení, lze 3 metodou měřit 
tepelnou vodivost vzorků o tloušťce řádově desítek m. 
 
4.2.2 Řešení s páskovým ohřívačem pro dielektrické vzorky 
Metoda využívá kovovou vrstvu odporového ohřívače, umístěná na měřeném vzorku 
(dielektrickém) [21]: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obrázek 5 Základní struktura měření metody 3 omega pomocí páskového ohřívače [21] 
Ohřívač je umístěn na povrchu dielektrického materiálu. Teplotní kolísání ve 
vzdálenosti r ve vzorku se určí pomocí tepelné difúzní rovnice jednorozměrné válcové 
symetrie (Carslaw a Jaeger) [22]: 
)(0 qrK
l
P
T


     (4.2.1) 
Kde P je energie rozptýlená v pásku o frekvenci , l je délka kovového pásku, λ je 
tepelná vodivost vzorku, K0 je modifikovaná Besselova funkce nultého řádu a 1/q je  
tepelná hloubka průniku (tepelná difúzní délka). Vztah (4.2.1) je platný pouze pro 
nekonečně úzké páskové zdroje tepla na povrchu tzv. polo-nekonečného vzorku.  
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Pásek může být považován za nekonečně úzký, jestliže jeho šířka je malá 
v porovnání s tepelnou hloubkou průniku. Vzorek je považován za polo-nekonečný, 
jestliže hloubka tepelného průniku je menší než velikost vzorku. 
Jestliže Besselova funkce nultého řádu ve vztahu (4.2.1) je rozšířena a v kombinaci 
se vztahem (3.3.1), dostaneme podíl frekvenční závislosti a první imaginární složky. 
Teplotní změny vzorku pak může být vypočítáno [21] z rovnice: 







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          (4.2.2) 
Kde lze napsat [21]: 
´´))2´(ln( TTT           (4.2.3) 
pro rozlišení teplotních oscilací ve fázi (reálná část) a mimo fázi (imaginární část). 
Tímto způsobem lze určit lineární závislost reálné části teplotních kolísání na logaritmu 
frekvence. Tepelnou vodivost λ pak lze spočítat buď použitím sklonu reálné části, nebo 
z konstantní hodnoty imaginární části.  
Prakticky měříme namísto změny teploty ∆T reálnou část třetí harmonické napětí 
U3 v ohřívači. Malé měnící se napětí U3 má tvar [21]: 

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 
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    (4.2.4) 
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      ( 4.2.5) 
Kde )/(
1 dTdRR   je teplotní součinitel odporu α. Tuto rovnici lze také vyjádřit 
[21]: 
32 U
U
R
dR
dT
T 
     (4.2.6) 
Kde U a U3 jsou napětí při frekvenci , respektive 3. Experimentálním měřením 
složky napětí U3 získáme teplotní změny a ze sklonu reálné části ze vztahu (4.2.2) je 
možné odvodit tepelnou vodivost vzorku, použitím rovnice [21]: 
l
P
S
2
            (4.2.7) 
Kde S je sklon nárůstu ve fázi. 
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4.2.3 Řešení s páskovým ohřívačem pro el. vodivé materiály 
nebo tenké vrstvy 
Pokud je vzorek elektricky vodivý, tak díky úniku tepla ze snímače do vzorku 
nemohou být změřeny jak teplotní změny, tak i třetí harmonická napětí. Díky tomu 
nemůže být určena tepelná vodivost materiálu. Těmto únikům lze zabránit vložením 
dielektrické vrstvy mezi vodivý vzorek a snímač. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obrázek 6 Základní struktura 3ω metody pro vodivé vzorky [21] 
Dielektrická vrstva způsobí další nárůst teploty ∆Tfilm ke změně kolísání teploty ze 
vztahu (4.2.2). Jestliže páskový ohřívač je dost široký aby tepelný tok filmu 
(dielektrické vrstvy) mohl být považován jako jednodimenzionální, tepelná vodivost 
filmu může být spočítána ze vztahu: 
filmh
f
film
lb
Pt
T
2
´            (4.2.8) 
Kde tf je tloušťka filmu (dielektrické vrstvy) a bh je polovina šířky ohřívače. 
Nicméně nárůst teploty neovlivňuje sklon teplotních oscilací v substrátu. Z tohoto 
důvodu je možné určit tepelnou vodivost tepelného vzorku, ale není možné určit 
tepelnou vodivost samotného tenkého filmu, ve stejném měření: 
film´)T(ln2Ttotal        (4.2.9) 
První výraz ze vztahu (4.2.9) představuje teplotní změny substrátu ve fázi jako 
lineární funkci ln(2) a druhý výraz je spojen s teplotními změnami tenkého filmu ve 
fázi. Je tedy nezbytné znát zvýšení teploty substrátu ∆Tsubst. Pokud je substrát vodivý 
můžeme pouze určit celkový nárůst teploty ∆Ttotal. 
Existují dvě cesty jak odečíst podíl z dalších vrstev. Při první metodě je nezbytné 
pro vodivé substráty modelovat teplotní změny substrátu  ∆Tsubst, celkové teplotní 
změny ∆Ttotal, a pak odečíst teplotní změny substrátu pro odvození teplotních oscilací 
tenkého filmu ∆Tfilm, a tepelné vodivosti vrstvy (ze vztahu 4.2.8).  
Druhá metoda je použitelná pouze tehdy, když substrát je dielektrický materiál a 
vyžaduje zpracování dvou nezávislých vzorků - substrátu a substrátu s vrstvou 
se stejným ohřevem. Z obou měření získáme celkové teplotní změny a teplotní změny 
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substrátu. Znovu odečtením obou výsledků a použitím vztahu (4.2.8) získáme tepelnou 
vodivost tenkého filmu. 
 
4.2.4 Řešení s páskovým ohřívačem pro tenké vzorky bez 
referenčního vzorku 
Toto řešení umožňuje odvodit jak tepelnou vodivost tenkého filmu, tak i substrátu. 
Hlavní výhoda tohoto řešení je, že lze měřit jak nevodivý, tak vodivý substrát. Hlavní 
rozdíl oproti předchozí metodě je v použití referenčního senzoru namísto referenčního 
vzorku [21]: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obrázek 7 Základní řešení pro měření 3 metodou bez referenčního vzorku [21] 
Jak je vidět na obrázku 7, řešení obsahuje dva senzory se stejnou délkou, ale 
rozdílnou šířkou. Ty jsou umístěné na stejném tenkém filmu (vrstvě), která je na 
substrátu. Použitím předchozích rovnic pak pro senzor šířky 2bi (i = 1, 2) a délky l platí 
[21]: 
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  (4.2.10) 
Tepelný odpor pro senzor lze určit z poměru mezi teplotními oscilacemi a energií 
kovového senzoru [21]: 
i
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P
T
R isenzor  isenzor  


,  i = 1,2   (4.2.11) 
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Odečtením tepelného odporu obou snímačů  thR 1,2senzor    pak platí [21]: 
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   (4.2.12) 
Rozdíl mezi tepelnými odpory senzorů 1, 2 nezávisí na frekvenci. Tepelná vodivost 
filmu pak lze určit [21]: 
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kde t je tloušťka tenkého filmu, b1 a b2 jsou poloviny šířek jednotlivých senzorů. 
Rozdíl tepelných odporů a tepelných vodivostí substrátu lze určit z charakteristik. 
 
4.3 Metoda 3 omega s drátovým ohřívačem 
Pro měření drátovým ohřívačem lze použít například schéma [23]: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obrázek 8 Schéma pro měření tepelné vodivosti drátovým ohřívačem [24] 
Jak uvádí autoři [23], jsou dvě možnosti jak provést měření. V prvním případě je 
substrát zkušebního vzorku udržován na konstantní teplotě a pak je měřena frekvenční 
závislost U3ω. Protože U3ω  je úměrná proudu I
3 
(U3ω ∝ I
3), lze díky většímu proudu I, 
získat větší signál U3ω. Přesto nelze použít příliš velký proud, to zejména díky 
podmínkám 4.3.1 a 4.3.2 [23]. 
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           (4.3.1) 
Kde l je délka vzorku (platinového drátku) mezi napěťovými kontakty, S je průřez 
vzorku, R´ = (dR/dT).  
1g          (4.3.2) 
Podmínka 4.3.2 je pro válcový vzorek ve tvaru [24]: 
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            (4.3.3) 
Kde σ = 5,67*10-8 W/M2K4 je Stefanova-Boltmannova konstanta a ε je emisivita. 
Podmínka (4.3.2), případně (4.3.3) znamená, že vyzářený výkon nehomogenně 
způsobený kolísáním teploty vzorku by měl být mnohem menší než tepelný proud nebo 
celkový výkon ohřevu. 
Vztah úměrnosti (U3ω ∝ I
3) i při dodržení podmínek nebude ale platit. Vztah ale nebude 
také platit, pokud bude I příliš malý, protože U3ω se stane srovnatelné nebo dokonce 
menší než rušivé 3 signály.  
Pokud je napětí příliš malé pro měření, je stejně nutné zvýšit proud. V tomto případě 
aktuální teplota vzorku musí být dodatečně korigována porovnáním odporu vzorku 
změřeného při vysokém proudu se změřeným při daleko menším proudu. Pak z rovnice 
4.3.4 lze určit tepelnou vodivosti   [23]: 
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Kde ρe je měrný elektrický odpor vodiče, )/(
' dTd ee    je změna měrného 
elektrického odporu při změně teploty, γ je charakteristická teplotní časová konstanta 
vzorku. 
Ze vztahu je vidět že napětí U3ω  závisí na rozměrech vzorku – vyšší napětí je při 
použití delších a tenčích vzorků. Delší a tenčí vzorky mohou ale také porušovat 
podmínky (4.3.1) a (4.3.2) (případně (4.3.3)). 
Při použití druhého způsobu měření se teplota substrátu pomalu mění o stejnou 
hodnotu nahoru či dolů, zatímco pracovní frekvence lock-in zesilovače je měřena mezi 
několika hodnotami. Elektrický proud je měněn tak, aby udržoval stálé teplotní 
akumulace.  
Doplněním naměřené hodnoty napětí U3ω do rovnice 4.3.2 vypočítáme tepelnou 
vodivost   [23]: 
2
3
4
3
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´4


 

SU
LRRI
          (4.3.5) 
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kde R je odpor vzorku (platinového drátu). Po měření je také nutné ověřit podmínky 
2.3.17 a 2.3.18 (2.3.19). 
Mnohem častější a přesnější je ale určit tepelnou vodivost z grafu. Jako příklad lze 
například uvést práci [24].  
Autoři zde odvodili vztah pro změny teploty: 
dR
dT
l
U
T
0
32             (4.3.6) 
Následně z grafu závislosti ΔT na ln(2ω) určili tepelnou vodivost deionizované 
vody. 
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5 MĚŘENÍ METODOU 3 OMEGA 
5.1 Volba zdroje 
Pro měření se většinou předpokládá použití proudového zdroje. V praxi je ale 
obvykle jednodušší použití napěťového zdroje nebo výstupu Lock-In zesilovače. 
Proudový zdroj se může vytvořit z napěťového pomocí obvodu s operačním 
zesilovačem, ale jednodušší je použít napěťový zdroj a pak analyzovat data, jako by byl 
použit proudový zdroj. Předpokládejme tedy obvod z obrázku 9 [25]: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obrázek 9 Obvod pro nahrazení proudového zdroje napěťovým [25] 
Kde RO je ohřívač (jeho odpor) a RA je odpor v sérii s odporem RO. Obecně  
platí [25]:  
  RRR OO  0,      (5.1.1) 
AO
OOO
RRR
U
RRIRU


0,
0, )(
   (5.1.2) 
Můžou nastat tyto případy: 
1) RA << RO, pak platí 
UUO 
               (5.1.3) 
Změna RO neovlivní UO, metoda nebude fungovat. 
 
2) RA >> RO, pak platí 
AO
OO
RR
U
RRU


0,
0, )(
     (5.1.4) 
 28 
V tomto případě bude metoda fungovat jako s ideálním zdrojem proudu, nutnou 
podmínkou pro použití napěťového zdroje je tedy, aby odpor RA >> RO.  
 
3) OA RR  , ΔR << RO,0, pak platí 
OS
AO
A
O
AO
A
AO
O
O IR
RR
R
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

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

     (5.1.5) 
Při měření napěťovým zdrojem při předpokládaném konstantním proudu musíme 
brát v úvahu korekční faktor: 
R
RR
R
R
AO
A
k 


0,
    
(5.1.6) 
Pro reálné zdroje je výstupní impedance typicky 50Ω, což musí být zahrnuto 
v korekčním faktoru (v odporu RA) 
5.2 Obvod pro měření metodou 3 omega 
Největším problémem je při měření přesné měření velmi slabého signálu. Jedno z 
provedení obvodu pro měření metodou 3 omega využívající dva rozdílové zesilovače je 
uvedeno na obrázku 10. Odečtení 1 napětí z 3 signálu se provádí pomocí 
můstkového zapojení daného nastavením sériového odporu R0. Pro detekci 1 a 3 
signálu se používá Lock-in zesilovač. Frekvenční syntetizátor dodává střídavý řídící 
proud a referenční signál.  
Namísto frekvenčního syntetizátoru lze použít proudový zdroj a jako referenční 
signál lze použít referenční výstup lock-in zesilovače. 
Jiné provedení je použito například v práci [17]. Zde je použit funkční generátor a 
můstek, v jehož jedné větvi je umístěn ohřívač.  
V některých pracích (zejména při měření pomocí drátového ohřívače) je ohřívač (a 
případně odpor v sérii s ohřívačem) napájen přímo z výstupu lock-in zesilovače. 
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Obrázek 10 Obvod pro měření 3 metodou [25] 
Je vhodné měřit při vyšších frekvencích. Vysoké frekvence snižují tepelnou hloubku 
průniku )/(/1  iDq  a dovolují měření tenkých filmů (nízké naopak).  
 
5.2.1 Lock-in zesilovač 
Pro měření je vhodné použít Lock-in zesilovač díky tomu, že dokáže měřit velmi malý 
střídavý signál (řádově nV), a to i v případě výskytu zdroje šumu tisíckrát většího než 
měřený signál malé hodnoty.  
Lock-in vyžaduje signál o referenční frekvenci – měřený signál. Typicky je 
experiment buzen při určité (pevné) frekvenci – od oscilátoru nebo funkčního 
generátoru, a lock-in detekuje odezvu experimentu při referenční frekvenci. 
Předpokládejme sinusový referenční signál Usigsin(ωrt+θsig). 
Lock-in zesilovač generuje vlastní vnitřní referenční signál, obvykle pomocí PLL 
(smyčky fázového závěsu) na externí referenční (měřený) [27]. Interní reference je 
obvykle ULsin(ωLt+θref). Lock-in zesílí referenční signál a poté násobí s vnitřním 
referenčním signálem použitím fázově citlivého detektoru (PSD) nebo násobičky. 
Výstup PSD je výsledkem dvou sinusových vln [27]: 
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Na výstupu PSD jsou tedy dva střídavé signály – rozdíl frekvencí (ωr - ωL) a součet 
frekvencí (ωr + ωL). 
Po přivedení PSD výstupu do filtru typu dolní propusti bude odstraněn střídavý 
signál. Pokud ωr = ωL, pak rozdíl frekvencí bude stejnosměrný signál. V tomto případě 
bude na výstupu filtru [27]: 
)cos(
2
1
refsigLsigpsd VVV  
        (5.1.6) 
Což je stejnosměrný signál, úměrný amplitudě signálu. 
Předpokládejme, že namísto čistého sinusového signálu bude na vstupu signál se 
šumem. V tomto případě PSD a filtr detekuje signály, jejichž frekvence bude velmi 
blízká referenční frekvenci lock-in zesilovače. Šum o frekvencích rozdílných od 
referenční budou potlačeny na výstupu filtru typu dolní propusti (ωšum – ωref ani ωšum + 
ωref nebudou podobné (blízko) stejnosměrnému signálu) 
Šum o frekvenci velmi blízké referenční bude vést k velmi malým frekvencím na 
střídavém výstupu PSD ( |ωšum – ωref| je malý). Jejich útlum závisí na šířce pásma 
nízkofrekvenčního filtru. Užší šířka pásma odstraní šum velmi blízký referenční 
frekvenci. Pak tedy pouze signál o referenční frekvenci bude na výstupu stejnosměrný a 
bude nezávislý na nízkofrekvenčním filtru – což je signál, který chceme měřit. 
5.2.1.1 Lock-in zesilovač HF2LI 
Při měření byl využit lock-in zesilovač HF2LI firmy Zurich Instruments [28].  
 
Obrázek 11 Lock-in zesilovač HF2LI firmy Zurich Instruments [28] 
Lock-in zesilovač HF2LI se skládá z vysokofrekvenčních analogových bloků a 
nízkofrekvenčních pomocných bloků [29]. Dále obsahuje procesorovou část, měřící 
část, rozhraní a další přídavné moduly. Měřící zařízení obsahuje osciloskop, 
spektroskop, frekvenční analyzátor, FFT spektrální analyzátor a další. 
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Obrázek 12 Funkční diagram lock-in zesilovače HF2LI [28] 
Zesilovač HF2LI pracuje ve čtyřech rozdílných módech. Hlavní rozdíl mezi módy je 
ve způsobu získání referenčního signálu. Ve vnitřním referenčním módu (Internal 
Reference Mode) využívá svoje vnitřní generátory, ze kterých přivádí signál na vstup 
zařízení (vnitřně). Dalším módem je externí referenční mód (External Reference Mode). 
V tomto módu je jako referenční signál použit signál z vnějšího zdroje (generátoru). U 
lock-in zesilovače lze také použít auto referenční mód. Zde je použit vnitřní fázový 
závěs, který se používá k obnově referenčního signálu ze signálu na vstupu (zde se 
nevyužívají vnitřní generátory). Posledním módem jsou multi-frekvenční operace. Tyto 
operace zvyšují počet frekvencí, které je možné paralelně analyzovat. Jsou zde 
význačné dva módy – multi-harmonický a arbitary frequency mode. 
Zesilovač HF2LI se ovládá softwarově. Pro komunikaci s počítačem se používá 
program ziBase. Pro ovládání a měření s lock-in zesilovačem HF2LI se používá 
program ziControl (jedná se o rozhraní vytvořené v programu Labview). Okno 
programu ziControl je uvedeno na následujícím obrázku 13: 
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Obrázek 13 Okno programu ziControl [28] 
Program ziControl (okno programu) je rozděleno na vrchní část Settings a spodní 
část Tools.  
V části Settings se nachází záložky Lock-in, Modulation, PLL, PID, Real-time, 
Auxiliary I/O, Save a Connectivity. Nejdůležitější je záložka Lock-in, která obsahuje 
základní nástroje pro ovládání dvou vstupních kanálů a s nimi souvisejících 
demodulátorů a příslušných filtrů a také dvou výstupních kanálů. Další záložky 
umožňují například řízení oscilátorů, AM a FM modulace, fázových závěsů, vstupů a 
výstupů a další možnosti.  
V části Tools jsou záložky Numerical (číselný přehled výstupů z demodulátorů), 
Spectroscope (grafické zobrazení výstupů z demodulátorů), Frequency response 
sweeper (měření frekvenční a fázové odezvy v demodulátoru), ZoomFFT (spektrální 
analýza výstupů z demodulátorů), Oscilloscope (integrovaný osciloskop) a Status 
(historie a další informace).  
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5.3 Praktická aplikace metody 3 omega 
V rámci práce byly také hledány praktické aplikace metody 3 omega. Byla nalezena 
jedna práce zabývající se návrhem diferenciálního kalorimetru založeném na metodě 3 
omega [30]. Jak autoři uvádějí tento diferenciální kalorimetr je schopen měřit tepelnou 
vodivost kapalných a pevných vzorků až do 30 kHz s vysokou citlivostí. 
Také byla nalezena úspěšná praktická aplikace vytvořená na Fraunhoferově institutu 
[31]. Jedna se o systém schopný měřit tepelnou vodivost sypkých materiálů a tenkých 
vrstev (o tloušťce menší než 100 nm). Systém je schopný pracovat v rozmezí teplot 77 
K – 900 K a má rozsah měření λ = 0,2 - 20 Wm-1K-1. 
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6 PRAKTICKÁ ČÁST 
V praktické části bylo úkolem ověřit metodu 3 omega. Pro měření byl použit 
drátový platino-iridiový ohřívač. Ohřívač má délku L = 5,5 mm a průměr D = 23 μm. 
Odpor ohřívače byl změřen pomocí přístroje na měření impedancí HIOKI 3525-50 LCR 
HiTESTER, který je uveden na obrázku níže. Změřený odpor ohřívače měl velikost R0 
= 2,3 Ω.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obrázek 14 HIOKI 3525-50 LCR HiTESTER [32] 
6.1 Měření závislosti odporu na teplotě 
Pro určení tepelné vodivosti je nutné znát závislost odporu ohřívače na teplotě. Ten 
byl změřen tak, že drátový ohřívač byl umístěn do kalibrační pece Hyperion od firmy 
AOIP a odpor byl měřen pomocí měřiče impedancí HIOKI 3525-50 LCR HiTESTER 
(uveden výše), a to v rozsahu teplot 10 – 60°C. Změřené hodnoty jsou uvedeny 
v následující tabulce:  
Tabulka 1: Měření změny odporu s teplotou 
T [°C] 10 20 30 40 50 60 
R [Ω] 2,2966 2,3066 2,3161 2,3342 2,3529 2,3867 
 
Teplotní součinitel odporu je: 
13
0
107846,0
1060
2966,23867,2
3003,2
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
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R

       (6.1.1) 
Přesné složení (procentní složení platiny a iridia měřeného drátu) nebylo zjištěno, 
ale pro srovnání, tabulková hodnota PtIr materiálu o složení 90% Pt, 10% Ir je 
13103,1   C . Chyba je tedy 39,65%. Tabulková hodnota PtIr materiálu o složení 
80% Pt, 20% Ir je 13101   C . V tomto případě je chyba 21,54%. 
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Graf č.1: Závislost odporu na teplotě
Naměřené hodnoty jsou vynesené v následujícím grafu: 
Obrázek 15: Graf závislosti odporu ohřívače na teplotě 
 
6.2 Měření tepelné vodivosti vzduchu 
V první části bylo úkolem změřit tepelnou vodivost vzduchu a ověřit s tabulkovou 
hodnotou. Při měření bylo čerpáno především z práce [24]. Jak je uvedeno v úvodu 
kapitoly, pro měření byl použit drátový platino-iridiový ohřívač. Schéma měření je 
uvedeno na následujícím obrázku 16:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obrázek 16: Schéma zapojení pro měření tepelné vodivosti vzduchu 
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Kde Rv je drátový ohřívač a snímač (respektive jeho odpor) a R je odpor v sérii 
s ohřívačem o velikosti R = 1kΩ. Namísto generátoru jako zdroje referenčního napětí je 
zde použit výstup lock-in zesilovače. Napětí na drátovém ohřívači (ve schématu Rv) je 
přiváděno na vstup lock-in zesilovače, pomocí kterého se určí napětí U3ω.  
Praktické zapojení je uvedeno na obrázku 17: 
 
 
Obrázek 17 Zapojení pro měření tepelné vodivosti vzduchu metodou 3 omega 
Měření bylo prováděno při běžných podmínkách, při pokojové teplotě. Drátový 
ohřívač byl navíc zakryt plastovou zkumavkou, aby byl co nejméně ovlivňován 
změnami okolního vzduchu a aby se co nejméně měnily podmínky měření.  
Výstup lock-in zesilovače (napájení) byl nastaven na 5V (špičkové napětí) – pak 
obvodem protéká proud přibližně 3,5mA (typická hodnota proudu je v řádech mA). 
Rozsah vstupů byl nastaven na 30mV, pomocí tlačítka auto range (A). Také bylo 
důležité vypnout tlačítko AC (které je implicitně zapnuté při zapnutí programu), protože 
pro frekvence do 1 kHz nastaví blokovací kondenzátor mezi vstupními zesilovači, což 
způsobí, že lock-in neměří správné hodnoty měřených napětí. Dále je nutné pro změření 
napětí U3ω nastavit dostatečně velkou časovou konstantu filtru (což způsobí velmi úzké 
pásmo filtru a tedy odstranění většiny šumu). Při měření bylo nastaveno TC = 10s. 
Samotné měření spočívalo v měření napětí U3ω v závislosti na frekvenci. Frekvenční 
pásmo pro měření napětí U3ω pro vzduch je 1 – 30 Hz, jak uvádí například autoři [23] 
nebo [33]. 
Měření bylo poměrně zdlouhavé (každá hodnota řádově několik minut). Díky velké 
časové konstantě filtru dlouho trvalo, než došlo k ustálení napětí U3ω na určité hodnotě a 
i přesto se hodnota pohybovala v určitém malém rozmezí. Naměřené napětí a vypočtené 
hodnoty jsou uvedeny v následující tabulce 2: 
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Tabulka 2: Tabulka naměřených hodnot při měření tepelné vodivosti vzduchu 
f [Hz] U1ω [mV] U3ω [μV] I [mA] ΔT ln(2omega) 
1 7,897 0,726 3,527 0,1465 0,693 
2 7,896 0,55 3,527 0,11099 1,386 
4 7,954 0,47 3,527 0,09484 2,079 
6 7,898 0,37 3,527 0,07466 2,485 
8 7,897 0,37 3,527 0,07466 2,773 
10 7,902 0,36 3,527 0,07265 2,996 
12,5 7,99 0,32 3,527 0,06457 3,219 
15 7,901 0,27 3,527 0,05448 3,401 
17,5 7,9 0,265 3,527 0,05348 3,555 
20 7,903 0,267 3,527 0,05388 3,689 
22,5 7,9 0,274 3,527 0,05529 3,807 
25 7,902 0,273 3,527 0,055509 3,912 
27,5 7,902 0,272 3,527 0,05489 4,007 
30 7,908 0,27 3,527 0,05448 4,094 
 
Příklady výpočtů pro f = 1 Hz: 
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I
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Závislost změn teploty ΔT na frekvenci f je uvedena na obrázku 18 a závislost změn 
teploty ΔT na ln(2ω) na obrázku 19: 
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Obrázek 18: Graf závislosti změn teploty ΔT na frekvenci při měření λ vzduchu 
 
Obrázek 19: Graf závislosti změn teploty ΔT na ln(2omega) při měření λ vzduchu 
Ze sklonu grafu na obrázku 19 lze přímo odečíst naměřenou tepelnou vodivost 
vzduchu λ = 0,15 Wm-1K-1. Tabulková hodnota vzduchu je λ = 0,026 Wm-1K-1. 
Důvodem chybně naměřené hodnoty teplené vodivosti mohl být například šum, protože 
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nebylo při měření použito žádné stínění. Dalším důvodem mohly být také ztráty 
vyzařováním. 
6.3 Měření tepelné vodivosti vody 
Dalším úkolem bylo pomocí drátového ohřívače změřit tepelnou vodivost vody. Při 
měření bylo čerpáno z práce [24]. V této práci autoři měřili tepelnou vodivost 
deionizované vody. Při měření byla použita demineralizovaná voda. Měření bylo 
provedeno při stejném zapojení jako při měření vody – obrázek 16. Praktické provedení 
měření je uvedeno na obrázku 20: 
Obrázek 20: Měření tepelné vodivosti vzduchu pomocí metody 3 omega 
Postup měření byl stejný jako při měření tepelné vodivosti vzduchu, pouze časová 
konstanta byla nastavena menší TC = 5 s. Výstupní napětí bylo v tomto případě 10 V. 
Při měření napětí U3ω při výstupním napětí rovném 5 V napětí U3ω narůstalo 
s kmitočtem, namísto aby klesalo. Napětí bylo měřeno v rozmezí kmitočtů 160 – 700 
Hz [24].  
Naměřené hodnoty jsou uvedeny v tabulce 3: 
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Tabulka 3: Tabulka naměřených hodnot při měření tepelné vodivosti vody 
f [Hz] U1ω [mV] U3ω [μV] I [A] ΔT ln(2omega) 
160 7,864 1,75 7.055 0,3731 5,768 
210 7,864 1,735 7.055 0,3501 6,040 
260 7,863 1,694 7.055 0,3418 6,254 
300 7,864 1,658 7.055 0,3346 6,397 
350 7,862 1,634 7.055 0,3297 6,551 
400 7,866 1,63 7.055 0,3289 6,685 
450 7,862 1,588 7.055 0,3205 6,802 
500 7,863 1,58 7.055 0,3188 6,908 
550 7,863 1,567 7.055 0,3162 7,003 
600 7,864 1,555 7.055 0,3138 7,090 
650 7,864 1,551 7.055 0,3129 7,170 
700 7,864 1,554 7.055 0,3136 7,244 
 
Závislost změn teploty ΔT na frekvenci f je uvedena na obrázku 21 a závislost změn 
teploty ΔT na ln(2ω) na obrázku 22: 
 
 
Obrázek 21: Graf závislosti změn teploty ΔT na frekvenci při měření λ vody 
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Obrázek 22: Graf závislosti změn teploty ΔT na ln(2omega) při měření λ vody 
Ze sklonu grafu na obrázku 22 lze přímo odečíst naměřenou tepelnou vodivost 
vzduchu λ = 0,53 Wm-1K-1. Tabulková hodnota vody je λ = 0,606 Wm-1K-1. Naměřená 
hodnota se tedy liší od tabulkové o 12,5%.   
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7 ZÁVĚR 
Bakalářská práce se zabývá popisem metody 3 omega. Nejprve je v krátkosti popsán 
vývoj metody 3 omega, následně je rozebrán její princip a metody měření. Dále jsou 
rozebrány dva základní typy ohřívačů páskový a drátový. Drátový ohřívač se používá 
pro měření tepelné vodivosti kapalin a plynů. Více rozšířený je páskový ohřívač, mezi 
jehož typické aplikace patří měření tepelné vodivosti pevných a sypkých látek a tenkých 
vrstev.  Také je v práci rozebráno měření touto metodou. Kromě volby zdroje, je zde 
popsán klíčový prvek pro měření napětí o třetí harmonické, lock-in zesilovač.  
V praktické části byly dva experimenty. Pro měření byl použit lock-in zesilovač 
HF2LI od firmy Zurich Instruments. V prvním experimentu byla měřena tepelná 
vodivost vzduchu. Toto měření ale nebylo vůbec přesné, protože určená hodnota (λ = 
0,15 Wm
-1
K
-1) byla téměř šest-krát větší než tabulková hodnota (λ = 0,026 Wm-1K-1). 
Mnohem lépe dopadlo měření tepelné vodivosti vody, kdy se změřená hodnota  
(λ = 0,53 Wm-1K-1) lišila od tabulkové o přibližně 12,5%. 
Metoda 3 omega má oproti ostatním metodám několik výhod. První výhoda je malá 
velikost vzorku – jediné omezení je velikost napařeného kovového vzoru na povrchu (v 
případě páskového ohřívače). Aby se zabránilo odrazům, musí být tloušťka vzorku 
nejméně pět-krát větší než šířka páskového ohřívače, a povrch vzorku musí být dost 
velký, pro uložení kovového pásku a elektrických kontaktů. 
Mezi další výhody patří krátká doba měření, protože nevyžaduje přesnou regulaci 
teploty po dobu několika hodin. Metoda 3 omega má také velmi malé chyby způsobené 
tepelným zářením, což je oproti konvekčním metodám výrazná výhoda, a díky tomu lze 
také měřit tepelnou vodivost do poměrně vysokých teplot. Poslední výhodou je, že na 
rozdíl od jiných metod není potřeba k určení tepelné vodivosti určení, a tedy nezávislé 
měření tepelné kapacity, ani objemové tepelné kapacity.  
Nevýhodou metody 3 omega je zatím omezený frekvenční rozsah. 
Metodu 3 omega lze obecně použít pro měření tepelných vlastností substrátu. 
Primárně se používá pro určení tepelné vodivosti pro určení tepelné vodivosti, ze které 
pak lze spočítat další tepelné veličiny. 
Metoda 3 omega je charakteristická stálým měřením, neovlivněných gravitací, 
konvekcí (prouděním) ani chybami způsobenými tepelným vyzařováním. Je relativně 
jednoduchá a lze s ní měřit tepelnou vodivost různých materiálů 
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SEZNAM SYMBOLŮ 
Latinská abeceda 
bh  polovina šířky páskového ohřívače     [m] 
cfilm   měrná tepelná kapacita ohřívače    [J kg
-1°C-1] 
cp   měrná tepelná kapacita vzorku    [J kg
-1°C-1] 
d  vzdálenost (svou rovin)     [m] 
D (příp. a) tepelná difuzivita        [m2 s-1] 
e  tepelná efuzivita       [J m-2 K-1 s-0,5] 
K0   modifikovaná Besselova funkce nultého řádu  
I  proud         [A] 
l  délka ohřívače        [m] 
P   energie rozptýlená v pásku 
R  odpor         [Ω] 
ΔR  změna odporu       [Ω] 
R0   odpor při teplotě T0      [Ω] 
RO    odpor ohřívače      [Ω] 
S   plocha, průřez vzorku      [m2] 
q
-1
  tepelná hloubka průniku (tepelná difuzní délka) 
Q   teplo         [J] 
QAC  energie (teplo) způsobené střídavým proudem  [J] 
QDC  energie (teplo) způsobené stejnosměrným proudem  [J] 
ts  tloušťka vzorku      [m] 
to  tloušťka ohřívače      [m] 
tf  tloušťka filmu (dielektrické vrstvy)     [m] 
ΔT  změna teploty       [°C]   
TAC  střídavá složka změn teploty     [°C] 
TDC  stejnosměrná složka změn teploty    [°C] 
ΔTAC,x  střídavá složka změn teploty ve fázi    [°C] 
ΔTDC,x  stejnosměrná složka změn teploty ve fázi   [°C] 
ΔTfilm  změna teploty filmu (dielektrické vrstvy)    [°C] 
ΔTtotal  celkový nárůst teploty     [°C] 
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U  napětí        [V] 
U0   maximální amplituda jmenovitého napětí (1. harmonické) [V] 
U3ω  maximální amplituda 3. harmonické složky jmenovitého napětí [V] 
U3ω, x  třetí harmonická složka jmenovitého napětí ve fázi  [V] 
 
Řecká abeceda 
α  teplotní koeficient odporu      [K-1] 
λ   součinitel teplotní vodivosti      [Wm-1K-1] 
λrel  relativní tepelná vodivost      [-] 
τ  čas         [s] 
ω  frekvence       [s-1] 
ϕ  fáze        [°] 
θ  teplota (ohřívače)      [°C] 
σ   Stefanova-Boltmannova konstanta (σ = 5,67*10-8 W/M2K4) 
ε   emisivita       [-] 
ρe   rezistivita (měrný elektrický odpor)    [Ω.m
2
.m
−1
] 
γ   charakteristická teplotní časová konstanta vzorku  [s-1]  
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